
Äâàäöàòûé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
Àäëåð. 15 îêòÿáðÿ 2009 ã.
Âòîðîé òóð. Ëèãà òàêòèê

1. Âàñÿ è Ïåòÿ ïî î÷åðåäè âûêëàäûâàþò íà åäèíè÷íûé îòðåçîê ìåíüøèå îòðåçêè.
Ïåðâûì õîäîì Âàñÿ êëàäåò îòðåçîê äëèíû 1/2, à êàæäûé ñëåäóþùèé îòðåçîê âäâîå
êîðî÷å ïðåäûäóùåãî. Âûêëàäûâàåìûå îòðåçêè íå ìîãóò èìåòü îáùèõ âíóòðåííèõ òî-
÷åê è âûõîäèòü çà ãðàíèöû èñõîäíîãî îòðåçêà. Ïðîèãðûâàåò íå èìåþùèé õîäà. Êòî èç
èãðîêîâ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå âûèãðûø?
2. Áåñêîíå÷íàÿ êëåò÷àòàÿ ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà òðåõêëåòî÷íûå óãîëêè. Äîêàæèòå,

÷òî ñóùåñòâóþò åùå äâà ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà óãîëêè, â êîòîðûõ íåò îáùèõ óãîëêîâ,
à òàêæå íåò îáùèõ óãîëêîâ ñ èñõîäíûì ðàçáèåíèåì.
3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è n òàêîâû, ÷òî a2 + 2nb2 � òî÷íûé êâàäðàò. Äîêàæèòå,

÷òî ÷èñëî a2 + nb2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
4. Â ñòðàíå åñòü 2009 àýðîïîðòîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû ïðÿìûìè àâèà-

ðåéñàìè. Ïîñëå ãîñóäàðñòâåííîãî ïåðåâîðîòà íîâûé ïðåçèäåíò ïðèêàçàë ïåðåñòðîèòü
ñèñòåìó àâèàëèíèé òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî àýðîïîðòà èçìåíèëîñü êîëè÷åñòâî îáñëó-
æèâàåìûõ èì ðåéñîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ïðèêàç ìîæåò áûòü âûïîëíåí.
5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD îêàçàëîñü, ÷òî ∠CBD = 2∠ADB, ∠ABD =

2∠BDC è AB = BC. Äîêàæèòå, ÷òî AD = CD.
6. Âñå òî÷êè îêðóæíîñòè ïîêðàøåíû â êðàñíûé è ñèíèé öâåò òàê, ÷òî ó ëþáîãî âïè-

ñàííîãî â ýòó îêðóæíîñòü ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà íå ìåíåå äâóõ êðàñíûõ âåðøèí.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ âïèñàííûé â ýòó îêðóæíîñòü ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê, ó
êîòîðîãî íå ìåíåå ÷åòûðåõ êðàñíûõ âåðøèí.
7. Ðåøèòå â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå [x[x]] = 1. (×åðåç [x] îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ

÷àñòü ÷èñëà x, ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)
8. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b è c íå ìåíüøå 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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9. Âî âïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíû CD è DA ðàâíû. Íà ñòîðîíàõ
AB è BC âûáðàíû òî÷êè E è F ñîîòâåòñòâåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∠ADC = 2∠EDF .
Îòðåçêè DK è DM ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âûñîòîé è ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà DEF .
Òî÷êà L ñèììåòðè÷íà òî÷êå K îòíîñèòåëüíî òî÷êè M . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DM è
BL ïàðàëëåëüíû.
10. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à k � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Öåëûå ÷èñëà

a, b è c óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

an + kb = bn + kc = cn + ka.

Äîêàæèòå, ÷òî a = b = c.


